§3 重积分的应用

【目的要求】

1、熟练掌握元素法在重积分中的应用；
2、熟练掌握重积分在几何与经济上的应用．

【重点难点】

各几何体的求积公式．

【教学内容】

一、重积分在几何上的应用
根据二重积分的几何意义，当
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的值等于以曲面
[image: image3.wmf](,)

zfxy

=

为顶，以
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为底，母线平行于
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轴的曲顶柱体的体积．特别地，当被积函数
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时，二重积分的值是平面区域的面积，即
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根据二重积分的几何意义，也可利用二重积分来计算立体的体积．

设空间有一立体，它的上、下顶面分别是曲面
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，它的侧面是以
[image: image10.wmf]xOy

平面上的闭区域
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的边界曲线为准线而母线平行于
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轴的柱面．设在区域
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上，
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，且
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为连续函数，我们来求该立体的体积
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显然，该立体的体积
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等于区域
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上以曲面
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为顶的曲顶柱体体积减去
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上以曲面
[image: image23.wmf]1

(,)

zfxy

=

为顶的曲顶柱体体积，即
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例 1   已知
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平面第一象限内的区域
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是由直线
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和抛物线
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所围成的．
(1) 求区域D的面积
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(2) 求以曲面
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为顶，以
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为底的曲顶柱体的体积V．
解  (1) 画出区域
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的图形，如图7-20所示，
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它可表示为
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于是
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(2) 根据二重积分的几何意义，可得
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例 2   求曲面
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与平面
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所围成立体的体积
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解   
[image: image42.wmf]22

4

zxy

=--

为开口朝下的旋转抛物面，
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平面，它们所围成的立体是以由
[image: image45.wmf]22

4

xy

+£

所确定的圆域为底，以曲面
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为顶的曲顶柱体．

在极坐标中，该积分区域
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可以表示为
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于是，该立体的体积为
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例 3   求曲面
[image: image51.wmf]22

4

zxy

=--

与曲面
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所围成立体的体积
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解   这两个曲面所围成的立体的体积可用公式(6)求出，其中
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而积分区域
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则由这两个曲面的交线
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在
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平面上的投影曲线
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所围成．曲线
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的方程是
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所以在
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平面上的区域
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为中心在原点，以
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为半径的圆域，它在极坐标下可表示为
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于是所求立体的体积为


[image: image66.wmf]2222

21

[(,)(,)]d[4()]d

DD

Vfxyfxyxyxy

ss

=-=---+

òòòò


            
[image: image67.wmf]222

2[2()]d2(2)dd

DD

xyrrr

sq

=-+=-

òòòò


            
[image: image68.wmf]4

222

322

0

000

2d(2)d2()d

4

r

rrrr

pp

qq

=-=-

òòò


            
[image: image69.wmf]2

0

2d4

p

qp

==

ò

．
二、重积分在经济上的应用

例 4   某城市受地理限制呈三角形分布，斜边临一条河．由于交通关系，城市发展不太均衡，这一点可从税收状况反映出来，若以两直角边为坐标轴建立直角坐标系，则位于
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轴的城市长度各为16km和12km，且税收情况与地理位置的关系大体为
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试计算该市总的税收收入．
解   总的税收收入可用二重积分
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来表示，其中积分区域
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于是所求总税收收入为
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故该市总税收收入为14080万元．
例 5   （平均利润）设公司销售商品Ⅰ
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个单位，商品Ⅱ
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个单位的利润由下式所确定，
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现已知一周销售商品Ⅰ在150至200之间变化，一周销售商品Ⅱ在80至100之间变化，试求销售这两种商品一周的平均利润.

解   分析  题中的利润函数是二元函数，类似于定积分求平均值的方法，先求出二元函数在相应的平面区域上的二重积分，再除以积分区域的面积即可得到二元函数在平面区域上的平均值．
因为
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    于是这家公司销售这两种商品一周的平均利润为
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图 7-20
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