重积分
【目的要求】

1、了解二重积分的概念；

2、会用估值定理估计二重积分的范围；

3、会应用二重积分的中值定理证明等式或不等式．

【重点难点】

二重积分的概念与性质．

【教学内容】
§1 二重积分的概念与性质

一、二重积分的概念
观察如图7-1所示三个柱体，我们讨论他们的体积.
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我们看到第一个是圆柱体，第二个是立方体. 它们有共同的特点：顶是平的，即立体的高是不变的. 我们将这一类立体称为平顶柱体. 它们的体积可用公式

体积
[image: image4.wmf]=

底面积
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高

来定义与计算. 关于第三个立体，它是以曲面
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为顶，以区域
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为底，母线平行于
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轴的柱体，假设函数
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在有界闭区域
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上连续，且
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. 我们称此类立体为曲顶柱体. 当
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在区域
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上变动时，高度
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是个变量，因此，我们不能直接用平顶柱体的体积公式来定义与计算它的体积. 我们可以仿照曲边梯形面积的方法来定义曲顶柱体的体积.
    (1) 用一组曲线网将区域
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任意分成
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个小区域，
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个小区域的面积，如图7-2所示. 这样就把曲顶柱体分成
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个小曲顶柱体. 当这些小闭区域的直径很小时，由于
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是连续函数，我们可以将这些小曲顶柱体近似地看成是平顶柱体.
(2) 在每个小区域
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. 这些平顶柱体的体积之和为
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则
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是曲顶柱体的体积
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的一个近似值.
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(3) 当分割越来越细时，小区域
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越来越小，而逐渐收缩接近于一个点时，总和
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就趋于
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. 我们用
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内任意两点间距离的最大值，称为该区域的直径，设
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的极限存在，我们将这个极限自然地定义为曲顶柱体的体积
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，即
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    我们将上述这种和的极限加以抽象，从而给出二重积分的定义.
定义 1.1   设
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是有界闭区域
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上的有界函数，将闭区域
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其中
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个小闭区域，也表示它的面积. 在每个
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上任取一点
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. 如果当各小闭区域的直径中的最大值
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趋于零时，这和的极限总存在，则称此极限为函数
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称为积分和.
    在二重积分的定义中对闭区域
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的划分是任意的，如果在指教坐标系中用平行与坐标轴的直线网来划分
[image: image69.wmf]D

，那么除了包含边界点的一些小闭区域外，其余的小闭区域都是矩形区域. 设矩形闭区域
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这里我们要指出，当
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上连续时，(1)式右端的和的极限必定存在，也就是说，函数
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上的二重积分必定存在. 我们总假定函数
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上连续，不再每次加以说明.
二重积分的几何意义：当
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的值就等于以曲面
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为底，母线平行于
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轴的曲顶柱体的体积. 如果函数
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是负的，柱体就在
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面的下方，二重积分的绝对值仍等于柱体的体积，但二重积分的值是负的．如果
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的若干部分区域上是正的，而在其他的部分区域上是负的，那么
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上的二重积分就等于
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面上方的柱体体积减去
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面上方的柱体体积所得之差.
二、二重积分的性质
比较定积分与二重积分的定义可以想到，二重积分与定积分有类似的性质，现叙述如下．
    性质 1   设
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    性质 2   如果闭区域
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被有线条曲线分为有限个部分闭区域，则在
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上的二重积分等于在各部分闭区域上的二重积分的和．例如
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这个性质表示二重积分对于积分区域具有可加性．

性质 3   如果在
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这性质的几何意义是很明显的，因为高为1的平顶柱体的体积在数值上就等于柱体的底面积．
性质 4   如果在
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特殊地，由于
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性质 5   设
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上述不等式是对以二重积分估值的不等式．因为
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再应用性质1和性质3，便得此估值不等式．
性质 6   （二重积分的中值定理） 设函数
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证   显然
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这就是说，确定数值
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上式两端各乘以
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,就得所需要证明的公式．
中值定理的几何意义：以
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例 1   设
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解   根据中值定理，在
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例 2   估计下列积分之值
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解   积分区域
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图7-1
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