§5 定积分的应用

【目的要求】

1、熟练掌握定积分的元素法；

2、熟练掌握直角坐标系中平面图形面积的求法；旋转体与平行截面面积为已知的立体的体积的求法；平面曲线的弧长；

3、掌握定积分在经济学上的应用．
【重点难点】

1、定积分的元素法；

2、直角坐标系平面图形面积及平面曲线的弧长的求法；

3、旋转体与平行截面面积为已知的立体的体积的求法．

【教学内容】

一、定积分的元素法

    在定积分的应用中，经过采用所谓的元素法.为了说明这种说法，我们先回顾一下本章第一节中讨论过的曲边梯形的面积问题.
设
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为曲边、底为
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的曲边梯形的面积
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.把这个面积表示为定积分
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的步骤是：

(1) 用任意一组分点把区间
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分成长度为
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个小区间，相应地把曲边梯形分成
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(2) 计算
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(3) 求和，得
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(4) 求极限，记
[image: image21.wmf]12

max{,,,}

i

xxx

l

=DDD

L

，得
[image: image22.wmf]0

1

lim()()d

n

b

ii

a

i

Afxfxx

l

x

®

=

=D=

å

ò

.
在上述问题中我们注意到，所求量（即面积
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）与区间
[image: image24.wmf][,]

ab

有关.如果把区间
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分成许多部分区间，则所求量相应地分成许多部分量(即
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)，这一性质称为所求量对于区间
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具有可加性.此外，以
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的精确值，从而
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在引出
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的积分表达式的四个步骤中，主要的是第二步，这一步是要确定
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在实用上，为了简便起见，省略下标
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上的小曲边梯形的面积. 从而
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处的函数值
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为底的矩形的面积
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上式右端
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一般的，如果某一实际问题中的所求量
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符合下列条件：

(1) 
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是一个变量
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的变化区间
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有关的量；

(2) 
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对于区间
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具有可加性，就是说，如果把区间
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分成许多部分区间，则
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相应地分成许多部分量，而
[image: image65.wmf]U

等于所有部分量之和；

(3) 部分量
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的近似值可表示为
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；那么就可考虑用定积分来表示这个量
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通常写出这个量
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的定积分表达式步骤是：

(1) 根据问题的具体情况，选取一个变量例如
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为积分变量，并确定它的变化区间
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(2) 设想把区间
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分成
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个小区间并记作
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上的一个连续函数在
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的元素且记作
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(3) 以所求量
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的元素
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为被积分表达式，在区间
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这就是所求量
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的积分表达式.
    这个方法通常叫做元素法.下面我们将应用这个方法来讨论几何、经济中的一些问题.
二、定积分在几何学上的应用

1．平面图形的面积

由定积分的元素法可知，由曲线
[image: image90.wmf]()(()0)

yfxfx

=³

及直线
[image: image91.wmf]xa

=

，
[image: image92.wmf]xb

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image93.wmf]()

ab

<

与
[image: image94.wmf]x

轴所围成的曲边梯形的面积A是定积分


[image: image95.wmf]()d

b

a

Afxx

=

ò

，
其中被积表达式
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解   此图形如图6-5所示. 为了定出这图形所在的范围，先求出所给抛物线和直线的交点.解方程组
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    现在，选取纵坐标
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为积分变量，它的变化区间为
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为被积表达式，在闭区间
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上作定积分，便得所求面积为
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由例1可以发现，积分变量选得适当，可使计算方便.
2．体积

(1) 旋转体的体积

旋转体就是由一个平面图形绕这平面内一条直线旋转一周而成的立体. 这直线叫做旋转轴. 圆柱、圆锥、圆台、球体可以分别看成是由矩形绕它的一条边、直角三角形绕它的直角边、直角梯形绕它的直角腰、半圆绕它的直径旋转一周而成的立体，所以它们都是旋转体.
上述旋转体都可以看作是由连续曲线[image: image324.wmf]o
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轴旋转一周而成的立体. 现在我们考虑用定积分来计算这种旋转体的体积.
    取横坐标
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积分变量，它的变化区间为
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的窄曲边梯形绕
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轴旋转而成的薄片的体积近似于以
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为底半径、
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为高的扁圆柱体的体积（图6-6），即体积元素
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为被积表达式，在闭区间
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上作定积分，便得所求旋转体体积为
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例 2   计算由椭圆
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轴旋转而成的旋转体（称为旋转椭球体）的体积.
解   绕
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轴旋转形成的椭球体可看作是由上半椭圆
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[image: image325.wmf]y

取
[image: image140.wmf]x
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的薄片的体积，近似于底半径为
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于是所求旋转椭球体的体积为

[image: image326.wmf])

(

x

f

y

=


[image: image147.wmf]2

22

a

2

22

0

[1]d2(1)d

a

a

xx

Vbxbx

aa

pp

-

=-=-

òò

  
[image: image148.wmf]3

22

0

2

4

2()

33

a

x

bxab

a

pp

=-=

.
当
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(2) 平行截面面积为已知的立体的体积

从计算旋转体体积的过程中可以看出：如果一个立体不是旋转体，但如果知道该立体上垂直于一定轴的各个截面的面积，那么这个立体的体积也可以用定积分来计算. 
如图6-8所示，取上述定轴为
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上作定积分，便得所求立体的体积
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例 3   一平面经过半径为
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的圆柱体的底圆中心，并与底面交成角
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（图6-9）. 计算这平面截圆柱体所得立体的体积.
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解   取这平面与圆柱体的底面的交线为
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轴，底面上过圆中心、且垂直于
[image: image176.wmf]x

轴的直线为
[image: image177.wmf]y

轴. 那么，底圆的方程为
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轴的截面是一个直角三角形. 它的两条直角边的长分别为
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于是所求立体体积为
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3．平面曲线的弧长

[image: image327.wmf]x

    我们知道，圆的周长可以利用圆的内接正多边形的周长当边数无限增多时的极限来确定. 现在用类似的方法来建立平面的连续曲线弧长的概念，从而应用定积分来计算弧长.
[image: image328.wmf]x

x

d

+

设
[image: image189.wmf]A

、
[image: image190.wmf]B

是曲线弧的两个端点. 在弧
[image: image191.wmf]AB

uuuv

上依次任取分点
[image: image192.wmf]01

,,

AMM

=

 
[image: image193.wmf]2

M

×××

,
[image: image194.wmf]1

i

M

-

，
[image: image195.wmf]i

M

，
[image: image196.wmf]×××

，
[image: image197.wmf]1

,

nn

MMB

-

=

，并依次连接相邻的分点的一折线（图6-10）. 

当分点的数目无限增加且每个小段
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都缩向一点时，如果此折线的长
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的极限存在，则称此极限为曲线弧
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的弧长，并称此曲线弧
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是可求长的.
    对光滑的曲线弧（当曲线上每一点处都具有切线，且切线随切点的移动而连续运动，这样的曲线称为光滑曲线），有如下结论：

    定理 5.1   光滑曲线弧是可求长的.
    这个定理我们不加证明. 由于光滑曲线弧是可求长的，故可应用定积分来计算弧长. 下面我们利用定积分的元素法来讨论平面光滑曲线弧长的计算公式.
    设曲线弧由参数方程
[image: image202.wmf]()

()

xt

yt

j

y

=

ì

í

=

î

 ， 
[image: image203.wmf]()

t

ab

££


给出，其中
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不同时为零. 现在来计算这曲线弧的长度.
    取参数
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为积分变量，它的变化区间为
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近似等于对应的弦的长度
[image: image214.wmf]22
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D+D

，因为
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，

所以，
[image: image217.wmf]s

D

的近似值（弧微分）即弧长元素为
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于是所求弧长为
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当曲线弧由直角坐标方程
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给出，其中
[image: image223.wmf]()

fx

在
[image: image224.wmf][,]

ab

上具有一阶连续导数，这时曲线弧有参数方程
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从而所求的弧长为
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例 4   计算曲线
[image: image228.wmf]32
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上相应于
[image: image229.wmf]axb
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的一段弧的长度.
解   因
[image: image230.wmf]12
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，从而弧长元素
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因此，所求弧长为
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三、定积分在经济学上的应用

1．由边际函数求总函数
(1) 已知某产品的总成本
[image: image234.wmf]()

CQ

的边际成本为
[image: image235.wmf]()

CQMC

¢

=

，则该产品产量为
[image: image236.wmf]Q

时的总成本为
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，

其中
[image: image238.wmf]0

C

为固定成本，
[image: image239.wmf]0

d

Q

MCQ

ò

为可变成本.
由上式进一步推得，当产量从
[image: image240.wmf]1

Q

变到
[image: image241.wmf]2

Q

时，总成本的改变量为
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，

平均改变量为


[image: image243.wmf]C
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.
(2) 若边际收益函数为


[image: image244.wmf]()
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，

则总收益函数可表示为


[image: image245.wmf]0
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.
(3) 若边际利润函数为


[image: image246.wmf]()
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，
则总利润函数为
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，
其中
[image: image248.wmf]0

C

为固定成本，
[image: image249.wmf]0
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为不计固定成本下的利润函数，也称毛利润.
例 5   某工厂生产一种产品，每天产量为
[image: image250.wmf]Q

（单位：
[image: image251.wmf]t

）时的总成本为
[image: image252.wmf]()
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，已知边际成本为
[image: image253.wmf]2
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，试求：产品从
[image: image254.wmf]2
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增加到
[image: image255.wmf]4

t

时的总成本及平均成本.
解   当产量从
[image: image256.wmf]2

t

增加到
[image: image257.wmf]4
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时，总成本的改变量为
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此时的平均成本为
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例 6   已知某产品的边际成本
[image: image260.wmf]2

MC
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（
[image: image261.wmf]元

件

），固定成本为0，边际收益为
[image: image262.wmf]200.02
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，求：

(1) 产量为多少时利润最大？
(2) 在最大利润产量的基础上，再生产40件，利润会发生什么变化？

解   (1) 由条件可知，
[image: image263.wmf]200.022180.02
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，令
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，即
[image: image267.wmf]180.020
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，解出驻点为
[image: image268.wmf]900
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又
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，因此
[image: image270.wmf]900

Q

=

为
[image: image271.wmf]()
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极大值点，即当产量为900件时可获得最大利润.
(2) 当产量由900增加到940时，利润的改变量为
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也就是说，产量增加了，利润反而减少了16元.
2. 收支流的贴现价值

    在现代经济理论中，常常谈到货币的时间价值. 若现有的
[image: image273.wmf]0

A

元钱按年利率
[image: image274.wmf]r

作连续复利计算，则
[image: image275.wmf]t

年后的价值为
[image: image276.wmf]0
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元. 同样，若
[image: image277.wmf]t

年后有
[image: image278.wmf]0
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元钱，其现值即贴现价值为
[image: image279.wmf]0
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    如果支付或收入不是一次实现，而是在每个时间周期里连续均匀地收入或支出一个固定的数额
[image: image280.wmf]0

A

，则称此类收入或支出为均匀收支流，
[image: image281.wmf]0

A

称为收入或支出的流量. 对更一般的收支流，并不要求收入关于时间变化率为常数
[image: image282.wmf]0

A

，它也可以是时间变量的函数
[image: image283.wmf]()

ft

，这时称为非均匀收支流.
    设
[image: image284.wmf]r

表示一周期利率（若周期为年，
[image: image285.wmf]r

就是年利率），
[image: image286.wmf]t

表示时间，在
[image: image287.wmf]t

时刻的收支流为
[image: image288.wmf]()
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，在时间间隔
[image: image289.wmf][,+]
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内可得收入（或支出）为
[image: image290.wmf]()

ftt
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，而在
[image: image291.wmf][,+]
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内，按连续复利计算，收入（或支出）的现值近似地为
[image: image292.wmf]0
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. 如果这个收入（或支出）一共延续了
[image: image293.wmf]T

年，在时间间隔
[image: image294.wmf][0,]
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内的总收入（或支出）的贴现价值
[image: image295.wmf]N

可用定积分计算如下：
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若收支流为流量
[image: image297.wmf]0
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的均匀流，即
[image: image298.wmf]0
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，则得贴现价值为
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如有一笔投资
[image: image300.wmf]I

，则这笔投资的纯收入的贴现价值
[image: image301.wmf]P

为
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当
[image: image303.wmf]0
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时表示收回投资，则收回投资的时间
[image: image304.wmf]T

可用下式计算：
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例 7   设某投资公司投资100万元建造一个游乐场，在10年内获得收入流量
[image: image306.wmf]0
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万元/年，设银行利率
[image: image307.wmf]0.05
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，按连续复利计息，试求：

(1) 这笔投资纯收入的贴现价值
[image: image308.wmf]P

；

(2) 回收这笔投资所需时间
[image: image309.wmf]T

.
解   (1) 我们取投资的时刻作为时间基准，则在10年内投资总收入的现值为
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（万元），
所以投资的纯收入的贴现价值约为

                 
[image: image311.wmf]157.38810057.388
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(2) 收投资的时间为
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例 8   设一辆轿车的售价为14万元，现某人分期支付购买，准备20年付清，年利息按年利率0.05连续复利计息，问每年应支付多少元？

解   设某人每年付款数相同，为
[image: image314.wmf]0

A

万元，共付20年，即
[image: image315.wmf]20
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，全部付款的总贴现价值
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.于是
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[image: image320.wmf]0
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所以每年应付款约1.1006万元.
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