§2 微积分基本定理

【目的要求】

1、理解积分上限函数的实质；

2、熟练掌握牛顿—莱布尼兹公式的应用范围．

【重点难点】

1、变上限函数概念的建立；

2、牛顿—莱布尼兹公式公式的应用．

【教学内容】

原函数概念与定积分概念是从两个完全不同的角度引进来的，我们想通过这一节来探讨原函数与定积分或者不定积分与定积分的关系，使定积分计算归结为求原函数的问题，然后得出定积分的计算方法.
一、变限积分与原函数存在定理

我们先介绍积分上限函数.

设函数
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上连续.因此，具有变动积分限的定积分
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存在，且它的值显然与上限
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有关.为避免混淆，可将积分变量改为t，这不影响积分数值.这时，对区间
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上的任一
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都有一个确定的值与之对应，所以在
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上定义了一个函数，称为积分上限函数，记作
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定理 2.1   如果函数
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上连续，则积分上限函数
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上可导，且导数为
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即
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上的一个原函数.

证   给自变量以增量
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由上节性质6可知，存在
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，使得
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基于这个定理的重要性，被称为微积分基本定理.它一方面肯定了区间上连续函数的原函数的存在性，从而解决了第五章曾提及的原函数存在问题；另一方面，沟通了导数和定积分这两个从表面看去似不相干的概念之间的联系，初步揭示了定积分与原函数的联系.
积分上限函数是一元可导函数，也是连续函数，因此对积分上限函数可进行极限、微分及有关函数性态的讨论，先举例说明.
例 1   求下列函数的导数：
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解   (1) 
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(2) 由积分上限函数的定义可知，
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为中间变量的复合函数.
利用复合函数求导法则，得
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熟练以后，可简洁地写成
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一般地有       
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(3) 利用区间可加性，得
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例 2   求极限
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解   此极限为
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型的不定式，可用洛必达法则来计算.
           原极限
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二、牛顿—莱布尼兹公式

现在我们根据定理2.1来证明一个重要定理，它给出了用原函数计算定积分的公式.

定理 2.2   设函数
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上的一个原函数，则
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这称为牛顿—莱布尼兹公式，它也常写成
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证   已知函数
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的一个原函数，又由定理2.1可知，积分上限函数
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的一个原函数.于是这两个原函数之差
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上必定是某一个常数
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将
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代入上式，得
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这个公式进一步揭示了定积分与被积函数的原函数或不定积分之间的联系.它表明：一个连续函数在区间
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上的定积分等于它的任一原函数在区间
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上的增量. 这就给定积分提供了一个有效而简单的计算方法，大大简化了定积分的计算手续.

下面我们来举几个应用牛顿—莱布尼兹公式计算定积分的简单例子.

例 3   计算第一节中的定积分
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解   由于
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例 4   计算
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解   由于
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例 5   计算
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例 6   计算
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由上例可知，带有绝对值的函数可化为分段函数来处理，然后根据区间可加性分段计算.

例 7   计算正弦曲线
[image: image92.wmf]sin

yx

=

在
[image: image93.wmf][0,]

p

上与
[image: image94.wmf]x

轴所围成的平面图形（图6-3）的面积.

解   这图形是曲边梯形的一个特例. 它的面积
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图 6-3








[image: image97.wmf]o

[image: image98.wmf]x

[image: image99.wmf]p

[image: image100.wmf]sin

yx

=

[image: image101.wmf]y

[image: image102.bmp][image: image103.wmf]o

[image: image104.wmf]x

_1428832319.unknown

_1428834661.unknown

_1428835867.unknown

_1428836112.unknown

_1438413013.unknown

_1438414463.unknown

_1438414478.unknown

_1438413804.unknown

_1438413907.unknown

_1438413015.unknown

_1428836189.unknown

_1438413012.unknown

_1428836122.unknown

_1428835902.unknown

_1428835925.unknown

_1428835888.unknown

_1428835104.unknown

_1428835503.unknown

_1428835571.unknown

_1428835206.unknown

_1428834800.unknown

_1428835055.unknown

_1428834799.unknown

_1428833351.unknown

_1428833652.unknown

_1428834459.unknown

_1428834603.unknown

_1428834444.unknown

_1428833564.unknown

_1428833629.unknown

_1428833539.unknown

_1428832901.unknown

_1428833189.unknown

_1428833190.unknown

_1428833055.unknown

_1428832900.unknown

_1428832565.unknown

_1428832628.unknown

_1428832373.unknown

_1428815848.unknown

_1428816440.unknown

_1428819251.unknown

_1428819491.unknown

_1428819699.unknown

_1428819294.unknown

_1428817396.unknown

_1428817544.unknown

_1428817943.unknown

_1428818070.unknown

_1428817647.unknown

_1428817427.unknown

_1428817509.unknown

_1428817334.unknown

_1428817335.unknown

_1428816921.unknown

_1428815962.unknown

_1428816225.unknown

_1428816428.unknown

_1428816105.unknown

_1428816106.unknown

_1428816104.unknown

_1428815855.unknown

_1428815899.unknown

_1427288695.unknown

_1427453630.unknown

_1427454918.unknown

_1428815826.unknown

_1427455114.unknown

_1428756547.unknown

_1427454949.unknown

_1427454416.unknown

_1427454659.unknown

_1427453886.unknown

_1427453332.unknown

_1427453597.unknown

_1427288744.unknown

_1427286229.unknown

_1427288662.unknown

_1427288679.unknown

_1427286291.unknown

_1427283034.unknown

_1427283238.unknown

_1427282989.unknown

_1301072345.unknown

