定积分
定积分与不定积分是两个不同的概念，前者是数，后者是函数族，但两者之间有着密切的联系．
§1 定积分的概念与性质
【目的要求】

1、了解定积分的定义；

2、了解定积分的性质、定积分存在的必要条件和充分条件；

3、会熟练应用第一中值定理和估值定理．

【重点难点】

定积分的概念与定积分的性质．

【教学内容】

一、定积分概念引例

1. 曲边梯形的面积
在初等数学中，已经解决了圆、三角形、矩形、梯形等平面图形的面积问题，而对由任意曲线所围成的一般平面图形的面积计算问题尚未解决，其原因是用初等数学方法解决这类问题相当困难. 下面将介绍一种求曲边梯形的面积的方法，有了这种方法就可以解决一般封闭图形的面积问题.
例 1   所谓曲边梯形，是指由连续曲线
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轴以及直线
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所围成的图形（如图6-1所示）. 现计算它的面积
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分析  从图中可以看出，当
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上为常数时，图形变成矩形，其面积为：面积=底
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高.而对于一般的曲面梯形，其高度是变化的，因而不能直接按矩形面积公式来求，然后，由于
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在区间
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上的变化是连续，在很小的一段区间上它的变化量非常小. 因此，通过分割曲边梯形的底边
[image: image11.wmf][,]
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，将整个曲边梯形分成若干个小曲边梯形，而每个小曲边梯形的底边长度非常小，并且其面积近似于一个小矩形的面积. 然后，将这些小矩形的面积相加，就是整个曲边梯形面积的近似值. 当然，随着分割的份数增多，近似程度越来越高.当无限分割
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，令每个小曲边梯形的底边长度趋于0，那么整个近似值的极限就是我们要求的曲边梯形的面积.先将详细过程叙述如下：

(1) 分割：把区间
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任意分成n份，设分点为
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，于是每个小曲边梯形的长度为
[image: image15.wmf]1

iii

xxx

-

D=-

.过每个分点做
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轴的垂线，则可把曲边梯形分成
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个小曲边梯形，再设每个小曲边梯形面积为
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(2) 取近似：对于第
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个小曲边梯形，在其底边
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为高作矩形，并用该矩形的面积近似替代每个小曲边梯形的面积，即
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(3) 求和：将所有小矩形的面积求和，即得到原曲边梯形的近似面积
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(4) 取极限：无限分割区间
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，使所有小区间的长度趋于0. 为此，记
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的极限就是曲边梯形的面积
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2. 成本问题

    例 2   某公司对其产品的变化情况满足如下关系式：
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其中
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表示该产品的数量；
[image: image34.wmf]()

fx

表示当产品数量为
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时，在增加一个单位产品所增加的成本（即边际函数）. 试求当产品从300件增加到900件时该公司所增加的成本
[image: image36.wmf]C
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分析  如同本教材前面章节对边际函数所描述的那样，在经济和商务中遇到的函数自变量往往取正整数，其函数值也是离散型的. 为数学处理方便，下面将其连续化，转化成具有连续倒数的函数来处理. 这是许多结果只能看成近似的，但不影响对实际问题的分析.
(1) 分割： 该公司产品产量从300件增加到900件，将其连续化，把区间
[image: image37.wmf][300,900]

任意分成
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(2) 取近似：考虑产量从
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时所增加的成本，
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作为边际成本在
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[image: image44.wmf]1

i

x

-

时增加单位产量所增加的成本. 当产品数量增加
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单位时，所增加的成本为
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(3) 求和：当产量从300增加到900时，所增加的总成本为
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(4) 取极限：为了更精确估计，同样可设
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趋向于0时，所增加的总成本为
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二、定积分定义
抛开这些问题的具体意义，抓住它们在数量关系上共同的本质与特性加以概括，我们就可以抽象出下述定积分的定义.
定义 1.1   设函数
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在
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上有界，在
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中任意插入若干个分点
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把区间
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分成
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各个小区间的长度依次为
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在每个小区间
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，作函数值
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记
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怎样划分，也不论在小区间
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怎样选取，只要当
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总趋于确定的极限
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，那么称函数
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上可积，并称这个极限
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为函数
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上的定积分（简称积分），记作
[image: image79.wmf]()d

b

a

fxx

ò

，即


[image: image80.wmf]()d

b

a

fxx

ò

=
[image: image81.wmf]I

=
[image: image82.wmf]0

1

lim()

n

ii

i

fx

l

x

®

=

×D

å

，
其中
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称为被积函数，
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称为被积表达式，
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称为积分变量，
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称为积分下限，
[image: image87.wmf]b

称为积分上限，
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称为积分区间.
根据积分定义，例1中的曲边梯形的面积
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是函数
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上的定积分，即
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；例2中当产量从300件增加到900件时，所增加的成本为
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关于定积分，作以下几点说明：

(1) 函数
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在区间
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上可积是指积分
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存在，即无论区间如何分割以及
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(2) 定积分表示一个数值，它只与被积函数及积分区间有关，而与积分变量用何字母表示无关，即有
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(3) 在定义中，记号
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(4) 几何意义：定积分
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轴上方与下方面积的代数和，其中
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轴上方面积为正，下方面积为负.
对于定积分，有这样一个重要问题：函数
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上满足怎样的条件，
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上一定可积？这个问题我们不作深入讨论，而只给出以下两个充分条件.

定理 1.1   设函数
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上连续，则
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定理 1.2   设函数
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上有界，且只有有限个间断点，则
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最后，举一个按定义计算定积分的例子.
例 3   利用定义计算定积分
[image: image125.wmf]1

2

0

d

xx

ò

.
解   因为被积函数
[image: image126.wmf]2

()

fxx

=

在区间
[image: image127.wmf][0,1]

上连续，而连续函数是可积的，所
以积分与区间
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二、定积分基本性质
由定积分的定义与极限运算法则和性质，可以推出下列定积分的基本性质和积分中值定理（下面所涉及的函数在没说明情况下均表示在讨论区间上可积）.
1． 定积分的基本性质
性质 1   
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对有限个函数
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性质 2   若
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性质 3   （区间可加性）
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性质 4   如果在区间
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性质 5   （估值定值）如果函数
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证   因为
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再由性质2和
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估计定值的几何意义是曲边梯形面积介于以区间
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为底，以最小纵坐标为高的矩形面积与以最大纵坐标为高的矩形面积之间. 性质5可用来估计积分值的大致范围.
性质 6   （积分中值定理）设函数
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证   因为
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根据闭区间上连续函数的介值定理，在
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即     
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几何意义（见图6-2）是在曲边梯形底边上至少存在一点
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，使得该曲边梯形面积等于同一底边、髙为
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上的平均值. 
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