§3  函数的极值
【目的要求】
1、熟练掌握函数单调性和极值的判别法；
2、能应用函数的单调性证明不等式；
3、熟练应用函数的单调性证明方程有根．
【重点难点】
1、应用函数的单调性证明不等式；
2、应用函数的单调性证明方程有根．
【教学内容】
一、函数单调性的判定法
函数的单调性也就是函数的增减性，怎样才能判断函数的增减性呢？我们知道若函数在某区间上单调增(或减)，则在此区间内函数图形上切线的斜率均为正(或负),也就是函数的导数在此区间上均取正值(或负值)．因此我们可通过判定函数导数的正负来判定函数的增减性．
定理3.1   设函数
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证  (1)由于函数
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这表明函数
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同理可证，如果
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值得注意的是，在上面定理的证明过程中易于看到，闭区间
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或无限区间，该定理结论同样成立；若可导函数在某区间内有限个点处，导数等于零，但函数在该区间内仍旧是单调增加（或单调减少）．
例如，幂函数
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例1   讨论函数
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例2    讨论函数
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例3    确定函数
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从例3可以看出，有些函数在它的定义域上不是单调的，这时我们要把整个定义域划分为若干个子区间，分别讨论函数在各子区间内的单调性．一般可以用使
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的点作为分界点，使得函数的导数在各子区间内符号不变，从而函数
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列表如下：
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表3-1
注:“↗”表示单调递增，“↘”表示单调递减。
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表3-2
所以函数
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综上所述，求
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(1) 确定函数的定义域；
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(3) 讨论一阶导数
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二、函数极值的定义

定义3.1   设函数
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函数的极大值与极小值统称为函数的极值，使函数取得极值的点称为极值点．

例如前面例3中函数
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内有多个极值点，但从图中可知：函数的极大值不一定比极小值大．且函数的极值点一定出现在区间内部．

从图中我们还可以看出，极值点处的切线是水平的．但曲线上有水平切线的点，函数不一定取到极值，如图中在
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定理3.2﹙极值的必要条件﹚  设函数
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我们知道函数的极值就是局部的最值，而证明极值点处的导数为零只要在极值点的某一邻域内考虑即可，那么就是证明这一邻域内的最值处导数为零，而这实际上就是费马(Fermat)引理的内容．
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定义3.2   函数
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定理3.2表明：可导函数的极值点必定是驻点。但反过来，函数的驻点却不一定是极值点，例如
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由此我们得到下面的定理：
定理3.3 (极值的第一充分条件)   设函数
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显然(1)与(2)的证明是类似的．由于证明极值是比较
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(2)、(3)的证明是类似的，学者可自行给出．
定理3.3表明：如果在点
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根据定理3.3，如果函数
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fx

在该区间内的极值点和相应的极值： 
(1) 求出导数
[image: image231.wmf]()

fx

¢

；
(2) 求出
[image: image232.wmf]()

fx

的全部驻点和不可导点；
(3) 根据定理2确定这些点是不是极值点，如果是极值点，进一步确定是极大值点还是极小值点；

(4) 求出各极值点处的函数值,就得到函数
[image: image233.wmf](
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x

f

的全部极值．

例5   求函数
[image: image234.wmf]32
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的极值。

解  (1) 函数的定义域为
[image: image235.wmf])
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(2)
[image: image236.wmf]2
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，令
[image: image238.wmf]()0
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，得驻点：
[image: image239.wmf]1
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，
[image: image240.wmf]3
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； 

(3) 用
[image: image241.wmf]1

x

=-

和
[image: image242.wmf]3

x

=

将定义域划分为三个区间：
[image: image243.wmf])
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、
[image: image244.wmf])
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、
[image: image245.wmf])
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，列表确定
[image: image246.wmf]()
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的符号，函数的极值点和极值：
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表3-3
所以，函数的极大值为
[image: image259.wmf](1)12

f

-=

，极小值为
[image: image260.wmf](3)20

f

=-

。
上述有关极值的充分条件和必要条件都是对可导函数而言的，在此条件下，极值点一定是驻点，因此只要求出函数的驻点，再由定理3.3考察各个驻点是否为极值点就行了．但是如果函数有不可导点，就不能肯定极值点一定是驻点了，因为在导数不存在的点处，函数也可能取得极值。请看下例：
例6   求函数
[image: image261.wmf]2
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的极值．
解   该函数的定义域为
[image: image262.wmf](
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当
[image: image263.wmf]2
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时， 
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；当
[image: image265.wmf]2

=

x

时，
[image: image266.wmf]()
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不存在．

当
[image: image267.wmf]2
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时，
[image: image268.wmf]()0
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；当
[image: image269.wmf]2
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[image: image270.wmf]()0
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，又
[image: image271.wmf]()
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在
[image: image272.wmf]2
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处连续，所以
[image: image273.wmf]2
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是函数
[image: image274.wmf]()
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的极大值点，极大值为
[image: image275.wmf](2)1
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．
注意：以上是利用函数的一阶导数来讨论函数的极值，当函数在驻点处的二阶导数存在且不为零时，也可以利用下面的定理用二阶导数来判断函数在驻点处是取得极大值还是极小值．
定理3.4﹙极值的第二充分条件﹚  设函数
[image: image276.wmf]()
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在点
[image: image277.wmf]0
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处具有二阶导数，且
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(1) 当
[image: image280.wmf]0
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处取得极大值；
(2) 当
[image: image283.wmf]0
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时，函数
[image: image284.wmf]()
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在点
[image: image285.wmf]0
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处取得极小值．
证   只证情形(1)，情形(2)的证明是类似的．
由导数的定义及
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和
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根据函数极限的局部保号性定理，对于
[image: image289.wmf]o
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因此，当
[image: image291.wmf]0
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时，
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[image: image293.wmf]0
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根据定理3.3，函数
[image: image295.wmf]()
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在点
[image: image296.wmf]0
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处取得极大值．
定理3.4表明，如果函数
[image: image297.wmf]()
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在其驻点
[image: image298.wmf]0
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处的二阶导数
[image: image299.wmf]0
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，则驻点
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一定是函数
[image: image301.wmf]()
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的极值点．
注意：如果
[image: image302.wmf]0
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，就不能用定理3.4来判断
[image: image303.wmf]0
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是否为极值点．事实上，当
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[image: image306.wmf]()
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在
[image: image307.wmf]0
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处可能有极大值，也可能有极小值，也可能没有极值．例如
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()

fxx

=-

 ，
[image: image309.wmf]4
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[image: image310.wmf]3
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，这三个函数就分别属于这三种情况。所以，当函数在驻点处的二阶导数为零时，只能用定理3.3来判断，即：由驻点左右两侧一阶导数的符号来判断．
例7  求函数
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的极值．
解   
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令
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因
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，所以
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处取得极小值，极小值为
[image: image322.wmf](0)0
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又
[image: image323.wmf](1)(1)0
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，此时定理3.4失效，仍用定理3.3来判断．

当
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；当
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，所以
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[image: image330.wmf]()
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在
[image: image331.wmf]1
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处没有极值．

三、最大值最小值问题
在实际生活中，我们常常会遇到这样一类问题：在一定条件下，怎么样使“效益最大”、“成本最低”、“用料最省”等等问题，这类问题在数学上即可归结为求某一函数的最大、最小值问题。
应用极值和最值理论解决最优化问题时，首先要弄清要求最大值或最小值的量，该量与问题中其它量的关系怎样，以要最优化的量为目标，建立目标函数，并确定函数的定义域；其次，应用极值和最值理论求目标函数的最大值或最小值；最后应按问题的要求给出结论。
一般地，在闭区间
[image: image332.wmf][,]
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上连续的函数
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在
[image: image334.wmf][,]
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上必有最大值与最小值；在开区间
[image: image335.wmf](,)
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内连续的函数
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内的图象连续，但无最大值和最小值。
设函数
[image: image340.wmf]()

fx

在
[image: image341.wmf][,]
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上连续，在
[image: image342.wmf](,)
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内可导，求
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在
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上的最大值与最小值的步骤如下：
(1) 求
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在
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内的极值；
(2) 将
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的各极值与
[image: image348.wmf]()
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，
[image: image349.wmf]()
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比较，其中最大的一个是最大值，最小的一个是最小值。
例8  
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解    先求函数的极值点 
[image: image351.wmf]()6(2)(1)
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解方程
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，得：
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计算 
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比较得，最大值为
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，最小值为
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。
例9   某房地产公司有50套公寓要出租，当租金定为每月180元时，公寓会全部租出去．当租金每月增加10元时，就有一套公寓租不出去，而租出去的房子每月需花费20元的整修维护费．试问房租定为多少可获得最大收入？
解   设房租为每月
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故每月每套租金为350元时收入最高。
最大收入为
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在实际问题中，如果函数
[image: image374.wmf]()
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在某区间内有唯一的驻点
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，而且从实际问题本身又可知道
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在该区间内必定有最大值或最小值， 则
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就是
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的最大值点或最小值点。
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